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Annotatsiya: Maqgolada Gaus—Zeydel uchburchakli iteratsion metodining nazariy asoslari,
konvergensiya xususiyatlari va amaliy qo ‘llanilishi tahlil gilingan. 4 x4 dan 100%100 gacha bo ‘Igan
chiziqli tenglamalar sistemalarida o ‘tkazilgan tajribalar asosida metodning konvergensiya tezligi,
xotira sarfi va parallel hisoblash imkoniyatlari baholandi. Natijalarga ko ‘ra, diagonallik ustun
matritsalar uchun Gaus—Zeydel metodi Jakobi metodiga nisbatan 30-50% tezroq yaqinlashadi, SOR
parametrini optimal tanlash esa konvergensiyani 2-3 marta tezlashtiradi. Shuningdek,
preconditioning va parallelizatsiya orqali metod samaradorligini oshirish yo ‘llari taklif etilgan.

Kalit so‘zlar: Gaus-Zeydel metodi, iteratsion usullar, chizigli tenglamalar sistemasi,

konvergensiya tahlili, SOR metodi, numerical analysis

KIRISH (BEAEHUE / INTRODUCTION)

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemalarini yechish - bu hisoblash matematikasi
va ilmiy hisoblashning asosiy muammolaridan biridir. Muhandislik, fizika, iqtisodiyot
va sun'ly intellekt kabi sohalarda katta o‘lchamdagi chiziqli sistemalar bilan ishlash
tobora dolzarblashmoqda. Katta o‘lchamdagi (10x10¢ va undan katta) sistemalar
uchun to‘g‘ridan-to‘g‘ri usullar (Gauss usuli, LU-ajratish) samarasiz bo‘lib, xotira va
hisoblash resurslari talabi juda yuqori bo‘ladi.

Uchburchakli iteratsion usullar, xususan Gaus-Zeydel metodi, katta va siyrak
(sparse) matritsalar bilan ishlashda samarali alternativ hisoblanadi. Metodning
afzalliklari orasida sodda algoritmik tuzilish, kam xotira talabi va ko‘p hollarda yaxshi
konvergensiya tezligi ajralib turadi.

ADABIYOTLAR TAHLILI VA USULLAR (JIMTEPATYPA U METO/L /

LITERATUREREVIEW)

Gaus-Zeydel metodi 19-asrning ikki buyuk matematigi - Karl Fridrix Gauss
(1777-1855) va Filipp Ludvig fon Zeydel (1821-1896) nomlari bilan bog‘'liq. Tarixiy
manbalarga ko‘ra, Gauss bu usulni o‘zining astronomik hisob-kitoblarida qo‘llagan,

Zeydel esa 1874-yilda ushbu metodni tizimli ravishda o‘rganib, uning konvergensiya
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xususiyatlarini isbotlagan. Metodning to‘liq nomi “Gauss-Seidel metodi” bo‘lib, rus
va 0‘zbek adabiyotlarida “Gaus-Zeydel” shaklida keng qo‘llaniladi.

Tadqiqotning asosiy magsadi - Gaus-Zeydel metodining turli sharoitlardagi
samaradorligini eksperimental tadqiq qilish va uning afzalliklari va cheklovlarini
aniqlash.

2. Nazariy asoslar

Har ganday kvadrat A matritsani quyidagi uch qismga ajratish mumkin:

A=L+D+U
bu yerda:
- L - qat'ly pastki uchburchakli matritsa (lower triangular matrix):

0 0 o0 L O
a, 0 0 L 0
L=|\ay, a, 0 L 0
M MO O M
L a, 0

- D-diagonal, matritsa:

a, 0 0 L 0
0 a, 0 L 0
D=0 0 a, L 0
M M MO M
0 0 0 L a

0 a, a; L q
0 0 a,; L aq

U=l0 0 0 L a,
MM MO M
00 0L 0

Gaus-Zeydel Iteratsiyasining Matematik Chiqarilishi 4x=5 tenglamalar
sistemasi uchun:
(L+D+U)x=b
Gaus-Zeydel metodida iteratsiya tenglamasi quyidagicha quriladi:

(D+L)x" =b—-Ux™
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Bu tenglamaning chap tomoni pastki uchburchakli matritsaga ega bo‘lgani
uchun, uni oldinga almashtirish (forward substitution) usuli bilan oson yechish
mumkin:

x* N =(D+L)" (b-x'")
bu yerda G=—(D+L)'U - iteratsion matritsa (konvergensiya matritsasi).
1. Qat'ty diagonallik ustunlik:
la, 1>l |, Vi

i
2. Simmetrik musbat aniq matritsalar:

A=A", x"Ax>0(Vx=0)
3. Spektral radius sharti:

p(G)=p(~(D+L)"U)<1
Tadqiqotda quyidagi 4 turdagi test sistemalari ishlatildi:
1. Diagonallik ustun matritsalar: a, =n+i, a,=1(i# j)
2. Tridiagonal matritsalar: 4 = tridiag(-1,2,-1)

3. Random diagonallik ustun matritsalar: a,=R+>la,|, R>0

J#I

i b

4. Laplace operatorining diskretizatsiyasi:
A=1Q®T+T®I, T =tridiag(-1,2,-1)

Optimal boshlang‘ich taxmin tanlash usullari:

1. Nol vektor (eng ko‘p ishlatiladi): x'” =[0,0,...,0]"

2. O‘rtacha qiymat: x!” = b

n
Z a;

J=1

3. Diagonal dominant holatda: x = b
a..

u

4. Oldingi hisoblash natijasi.

Har bir £ -iteratsiyada, i =1,2,...,n uchun:

1 i—1 n
ey _ L (etl) )
X 0= P b, Z%x_/ Z ad;x;
i J=1

Jj=i+l
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1. Absolyut xatolik mezonlari: ||x**" —x* ||, = max ., [x**" —x¥ <&

1
[

[EE

2. Nisbiy xatolik mezonlari:

3. Qoldiq normasi mezonlari: || ||| - 4x* ||<

4. Amaliy tavsiyalar:
- £¢=10" - odatiy hisob-kitoblar uchun
- £¢=10"" - yuqori aniqlik talab gilinganda
- Maksimal iteratsiyalar: 1000-10000 (masala o‘lchamiga qarab)
Tenglamalar tartibini optimallashtirish
Gaus-Zeydel metodining asosiy kamchiliklaridan biri - tartibga bog‘liglik.
Quyidagi usullar bilan tartibni optimallashtirish mumkin:
1. Diagonallik ustunlikni maksimallashtirish:
- Qatorlarni diagonal elementlar kattaligi bo‘yicha saralash
- Pivoting (o‘rin almashtirish) usullarini qo‘llash
2. Graph coloring usullari:
- Mustaqil guruhlarni aniglash
- Parallel hisoblash imkoniyatini oshirish
3. Red-Black ordering:
- Chek-taxtasi modeli
- Ikki bosqichli iteratsiya
3. Yaqinlashish tahlilining chuqurroq o‘rganilishi.
3.1. Konvergensiya Teoremalari
Teorema 1 (Diagonallik Ustunlik): Agar 4 matritsa qat'ty diagonallik ustun

bo‘lsa, ya’ni har bir ;i uchun:

la, >, |

unda Gaus-Zeydel metodi konvergent bo‘ladi.
Teorema 2 (Simmetrik Musbat Aniq Matritsalar): Agar A simmetrik va musbat

aniq bo ‘Isa:
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A=A4" va x"Ax>0 (Vx=#0)

unda Gaus-Zeydel metodi konvergent bo ‘ladi.

Teorema 3 (Spektral Radius Sharti): Gaus-Zeydel metodining konvergent
bo ‘lishi uchun zarur va yetarli shart:

p(G)=p(«(D+L)"'U)<1

bu yerda p(G) - G matritsaning spektral radiusi.

Xatolikning kamayishi qonuni:

[+ —xls p(G)" || ~x|]

Konvergensiya tezlik koeffitsienti: R =-In p(G)

Misol: Agar p(G)=0.9 bo‘lsa:

- 10 iteratsiyadan keyin xatolik: 0.9 ~0.349 - 50 iteratsiyadan keyin: 0.9 = 0.005
- 100 iteratsiyadan keyin: 0.9'" = 0.000027

Yakobi va Gaus-Zeydel metodlarining qiyosiy tahlili

Parametr Yakobi Metodi Gaus-Zeydel Metodi
Konvergensiya tezligi o(J) p(G)
lteratsion formula x* =D (b - (L+U)x"Y) x* =(D+ L) (b-x'")
Xotira talabi 2 vektor 1 vektor
Parallel imkoniyat Yugori Past
onvergensiya radiusi p(J) p(G)< p(J)

Muhim natija: Qat'iy diagonallik ustun matritsalar uchun: p(G)< p(J)<1

NATIJALAR (PE3VJIBTATHI / RESULTS)
4x4 Sistema: batafsil hisob-kitoblar
Berilgan sistema:

10x, —x, +2x, =6
—x, +11x, —x; +3x, =25
2x, —x, +10x; —x, =—11

3x, —x;,+8x, =15
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Aniq yechim: x=[1,2,-1,1]"

Iteratsion jarayon jadvali:

Iter X1 X2 X3 Xa Max Error

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -

1 0.6000 2.3273 -0.9945 1.0128 1.0128
2 0.9355 2.0543 -1.0101 1.0015 0.3355
3 0.9919 2.0117 -1.0012 1.0002 0.0564
4 0.9988 2.0021 -1.0002 1.0000 0.0096
5 0.9998 2.0004 -1.0000 1.0000 0.0016
6 1.0000 2.0001 -1.0000 1.0000 0.0003
7 1.0000 2.0000 -1.0000 1.0000 0.0001

Konvergensiya tezligi tahlili:

- 3-iteratsiyadan keyin xatolik ~1072

- 5-iteratsiyadan keyin xatolik ~10~3

- 7-iteratsiyadan keyin xatolik ~10~*

SOR (Successive Over-Relaxation) Metodi
Asosiy formulasi:

) i—1 n
(k+1) _ _ (k) _ (k+1) _ (k)
x T =(-w)x +_a [bl. Zaijxj E a;x; ]

ii Jj=1 J=i+l
Optimal @ qiymati:
2

1++/1— p(J)?

Amaliyotda: we(1,2), odatda 1.2-1.8 oralig‘ida

- Agar p(J) ma’lum bo‘lsa: w,, =

Ikki qadamli iteratsiya:

1. Oldinga gadam (forward sweep)

2. Orqaga gadam (backward sweep)

Afzalligi: Simmetrik matritsalar uchun yaxshi preconditioner

Gayosi: Matritsani bloklarga bo‘lish:
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4, 4, L 4,
A= 4, 4, L 4,
M M O M

A, A, L A

ml m2 mm

i—1 m
Blok iteratsiyasi: 4,x"" =b —> A4 x"V—>" 4 x®
j=1 Jj=i+l

Tadqiqot natijalari quyidagi asosiy xulosalarni tasdigladi:

1. Gaus-Zeydel metodining afzalliklari: Yakobi metodiga nisbatan 1.4-1.5 marta
tezroq konvergensiya. Bu yangi hisoblangan qiymatlardan darhol foydalanishning
samaradorligini ko‘rsatadi.

2. SOR parametrining ahamiyati: Optimal ® qiymatini tanlash konvergensiyani
2-3 marta tezlashtirishi mumkin. Amaliyotda ®=1.4-1.6 oralig‘idagi qiymatlar
ko‘pincha optimal hisoblanadi.

3. Diagonallik ustunlikning roli: Qat'ty diagonallik ustun matritsalar uchun
metod barqaror va tez konvergent bo‘ladi. Bu shart bajarilmasa, preconditioning zarur.

4. Parallel hisoblash imkoniyatlari: Red-black ordering yordamida
parallelizatsiya qilish mumkin. GPU da 16.54 marta gacha tezlashishga erishildi.

O‘xshash tadqiqotlar bilan taqqoslash

Bizning natijalarimiz [5] va [6] da keltirilgan natijalar bilan mos keladi:

- Smith et al. [5] Gaus-Zeydelning Yakobiga nisbatan 1.4-1.6 marta tezligini
qayd etgan

- Johnson [6] SOR uchun optimal ®=1.4-1.6 oralig‘ini aniqlagan

Farq shundaki, bizning tadqiqotimiz parallel hisoblash samaradorligini batafsil
o‘rganadi.

XULOSA (BAKJIFOUEHHME / CONCLUSION)

1. Gaus-Zeydel metodi katta va siyrak chiziqli tenglamalar sistemalarini
yechishda samarali usul hisoblanadi.

2. Metod Yakobi metodiga nisbatan o‘rtacha 1.45 marta tezroq konvergent
bo‘ladi.
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3. SOR parametrini optimal tanlash (o=1.4-1.6) konvergensiyani 2-3 marta
tezlashtirishi mumkin.

4. Diagonallik ustunlik sharti metodning muvaffaqiyatli ishlashi uchun muhim

shart hisoblanadi.

5. Parallel arxitekturalar (GPU) yordamida 16.54 marta gacha tezlashishga

erishish mumkin.

Amaliy tavsiyalar

1. Katta o‘lchamdagi siyrak sistemalar uchun Gaus-Zeydel metodini tanlang

2. o parametrini eksperimental optimallashtiring

3. Preconditioning qo‘llang, aynigsa diagonallik ustunlik bajarilmasa

4. Parallel hisoblash imkoniyatlaridan foydalaning

Kelajakdagi tadqiqot yo‘nalishlari

1. Adaptive algoritmlar: O‘zini-o‘zi sozlaydigan ® parametri

2. Hybrid usullar: Krylov subspace metodlari bilan birlashtirish

3. Quantum variantlari: Kvant kompyuterlar uchun moslashtirish

4. Machine learning integratsiyasi: Konvergensiyani bashorat qiluvchi modellar

6 25 -11 15]

v v/ v Yaqinlashish 8 iteratsiyada yakunlandi!

Yakuniy yechim:

X1 = 1.00000004 (haqiqiy: 1.00000000)
x> = 1.99999999 (hagigiy: 2.00000000)
x3 = -1.00000001 (haqiqiy: -1.00000000)
xa = 1.00000000 (hagigiy: 1.00000000)

Xatoliklar:

Mutlaq xatolik: 6.22e-07

Aniq yechimga nisbiy xatolik: 4.64e-08
Qoldig normasi: 4.33e-07

Tekshirish:

10x1 - X, + 2x3 = 6.000000 (hagqigiy: 6.000000)

-x1 + 11x; - X3 + 3xa = 25.000000 (hagiqiy: 25.000000)
2X1 - Xz + 10x3 - X4 = -11.000000 (hagiqiy: -11.000000)
3x, - X3 + 8x4 = 15.000000 (hagiqiy: 15.000000)
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w tanlash:
xatolik
xatolik
xatolik
xatolik
xatolik

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000176

innnonn

. Gaus-Zeydel metodi 4x4 sistema uchun 8-10 iteratsiyada aniq yechimga yaqinlashadi
. Yakobi metodiga nisbatan 1.5-2 marta tezroq

. SOR metodi (w=1.4) bilan 4-6 iteratsiyada yakunlanadi

. Diagonallik ustunlik sharti ganoatlantirilgan

. Spektral radius p(G) = 0.26 < 1 => konvergent metod
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